
第 31 卷第 8 期 大 学 物 理 Vol． 31 No． 8
2012 年 8 月 COLLEGE PHYSICS Aug． 2012

收稿日期: 2012－02－20; 修回日期: 2012－03－14

基金项目: 江苏大学高级人才基金资助项目( 1281190029) ; 国家自然科学基金项目( 21146004) 资助

作者简介: 吕翠红( 1983—) ，女，山东菏泽人，江苏大学理学院物理系讲师，博士，主要从事理论物理教学与科研工作．

一种分解指数算符的简洁方法

吕翠红1，范洪义2，王亚伟1

( 1. 江苏大学 理学院 物理系，江苏 镇江 212013;

2． 中国科学技术大学 化学院 材料科学与工程系，安徽 合肥 230016)

摘要: 提出一种新的分解指数算符的方法，这种方法不仅简单易懂，而且有助于找到更多的算符恒等式．
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量子力学和量子光学中各种物理问题的解决，

都需要对很多彼此不对易的算符进行计算分解，因

此找到一种分解指数算符的简洁易行的方法就显得

尤其重要，这不仅可以帮助我们找到一些新的算符

恒等式，而且对各种物理问题的计算可带来极大的

便利．
大学物理课程中经常用到的一个算符恒等式是

eλa++μa =eλa+eμaeλμ /2 ( 1)

其中 a、a+分别是玻色湮没算符和产生算符，满足对

易关系［a+，a］= 1． 这个恒等式在构建相干态［1］时

非常有用． 一般量子力学教程中，公式( 1) 的推导都

是利用参数微分方法［2，3］，这种方法不仅麻烦而且

很容易出错． 甚至一些复杂算符恒等式的推导，需要

用到群论中李代数的知识［4］，这对于刚接触量子力

学的人来说是比较困难的． 本文提出一种简单易懂

的算符分解方法，加深学生对算符运算的理解，提高

其理论计算能力．

1 分解指数算符的方法

这种方法只需要用到大家都很熟悉的 Baker－
Hausdorff 公式［5］:

eABe－A =B+［A，B］+ 1
2!

［A，［A，B］］+

1
3!

［A，［A，［A，B］］］+… ( 2)

我们的方法总结如下:

要分解指数算符 exp{ B+C} ，第一步，是找到满

足关系式［A，B］=C 和［A，［A，B］］= 0 的算符 A，然

后由 Baker－Hausdorff 公式得到

exp{ B+C} =exp{ B+［A，B］} =eAeBe－A ( 3)

第二步，再次利用公式( 2 ) 找到算符 eA eB 和 eB eA 的

关系，即 eA eB = eB( e－B eA eB ) = eB eA+W，如果 eA+W 可进

一步分解为 eVeA，则就得到算符恒等式 exp{ B+C} =
eBeV ．

2 方法举例

下面利用此方法来推导公式( 1) ．
利用 Baker－Hausdorff 公式，可以给出

exp μ
2λ

a( )2 a+exp － μ
2λ

a( )2 =

a+ + μ
2λ

a2，a[ ]+ +…=a+ + μ
λ
a ( 4)

那么接着就有

exp μ
2λ

a( )2 eλa+exp － μ
2λ

a( )2 = eλa++μa ( 5)

式( 5) 左边前两项左乘单位算符 eλa+ e－λa+ = 1，再次

利用式( 2) 可将其分解为

e
μ
2λa

2 eλa+ = eλa+e－λa+e
μ
2λa

2 eλa+ = eλa+e
μ
2λ( a+λ) 2 ( 6)

将式( 6) 代入到式( 5) 中就给出

eλa++μa =eλa+e
μ
2λ( a+λ) 2 e－ μ

2λa
2 = eλa+eμaeλμ /2 ( 7)

因此得到算符恒等式( 1) ．
这种方法可以被推广到更复杂的情况． 例如，要

分解算符 exp λP+μQ( )n ，其中 Q 和 P 是坐标算符和

动量算符且满足正则对易关系［Q，P］= i， = 1． 注

意到 Q 和 P 之间存在关系［Qn+1，P］= i( n+1) Qn，再

由式( 2) ，就得到

exp( λP+μQn ) = exp －iμ
( n+1) λ

Qn[ ]+1 ·
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exp( λP) exp iμ
( n+1) λ

Qn[ ]+1 ( 8)

同理在 e
－iμ

( n+1) λQ
n+1 eλP左边乘以单位算符 eλPe－λP = 1，再

次利用式( 2) 得到

e
－iμ

( n+1) λQ
n+1 eλP =eλPe－λPe

－iμ
( n+1) λQ

n+1 eλP =eλPe
－iμ

( n+1) λ( Q+iλ) n+1

( 9)

将式( 9) 代入式( 8) ，给出

eλP+μQn =eλPexp μ
n+1( C1

n+1Q
n+…+( iλ) n－1Cn

n+1Q[ ]) e
μ( iλ) n
( n+1)

( 10)

这是一个新的算符恒等式． 特别地，取 n=2，给出

eλP+μQ2 = eλPexp［μ( Q2 +iλQ) ］e－μλ
2

3 ( 11)

下面对一个更常用的算符 exp( fa+a+ga+2 +ka2 ) 进行

分解． 记 D= f 2 －4槡 kg并利用式( 2) 给出

exp fa+a+ga+2 +ka2 －D－f2( ) =

exp Da+ a－D－f4k a( )+ +k a－D－f4k a( )+[ ]2 =

exp D－f
4k a( )+2 exp( Da+a+ka2 ) exp f－D

4k a( )+2

( 12)

对式( 12) 右边中间项进行分解得到

exp( Da+a+ka2 ) = e
ka2
2D eDa+ae－ka

2
2D =

exp( Da+a) exp k( e2D－1)
2D a[ ]2 ( 13)

比较式( 13) 和式( 12) 给出

exp( fa+a+ga+2 +ka2 ) =

exp D－f
4k a( )+2 exp( Da+a) exp k( e2D－1)

2D a[ ]2 ·
exp －D－f4k a( )+2 exp D－f

2( ) ( 14)

利用公式( 参见式( 18) —式( 22) 的推导)

exp( fa2 ) exp( ga+2 ) = 1
1－4槡 fg

exp ga+2

1－4( )fg ·

exp［－a+aln( 1－4fg) ］exp fa2

1－4( )fg ( 15)

可以进一步将式( 14) 展开为

exp( fa+a+ga+2 +ka2 ) =
e－2kG

1－4槡 FG
exp e2D

1－4FG( )－1 Ga[ ]+2 ·

exp{ ［D－ln( 1－4FG) a+a］} exp Fa2

1－4[ ]FG
( 16)

其中定义了:

F= k( e2D－1)
2D ， G= －D－f4k ( 17)

综上所述，这种分解指数算符的方法，不仅有助

于增强大学生对量子力学课程中有关算符知识的理

解和认识，而且还是没学过群论李代数知识的研究

生解决一系列物理问题的必备武器．
下面给出公式( 15 ) 的推导过程． 众所周知，相

干态满足超完备性关系:

∫ d
2z
π

| z〉〈z | = ∫ d
2z
π

∶ exp( －| z | 2+z* a+za+－a+a) ∶ =1

( 18)

其中 | z〉=exp( － | z | 2 /2+za+ ) |0〉是相干态，a | z〉= z | z〉;
∶ ∶ 是正规乘积符号，在 ∶ ∶ 内部玻色算符相互对易，

且可对正规乘积内部的 c 数进行积分( 或微分) 运算，

|0〉〈0 | = ∶ exp( －a+a) ∶ 是真空投影算符的正规乘

积形式( 详细讨论可见文献［6］) ． 利用有序算符内

的积分技术［7，8］以及式( 18) 可以进行如下计算:

exp( fa2) exp( ga+2) = ∫ d
2z
π
exp( fa2) | z〉〈z | exp( ga+2) =

∫ d
2 z
π

∶ exp( － | z | 2 +z* a+za+ －a+a+fz2 +gz* 2 ) ∶ =

1
1－4槡 fg

exp ga+2

1－4( )fg exp［－a+aln( 1－4fg) ］·

exp fa2

1－4( )fg ( 19)

这就得到了公式( 15) ． 在式( 15) 的计算中用到了算

符公式:

∶ exp［( eλ－1) a+a］ ∶ = exp( λa+a) ( 20)

和数学积分公式［9］:

∫ d
2 z
π
exp( h | z | 2 +ηz* +sz+fz2 +gz* 2 ) =

1
h2 －4槡 fg

exp －hsη+s2g+η2 f
h2 －4fg( ) ( 21)

式( 21) 的收敛条件是

Re( h+f+g) ＜0，或 Re( h－f－g) ＜0 ( 22)
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2 讨论

真空的自发辐射与外场激发引起 Rabi 振荡本

质的区别是，激发场的能量是正的，所以相互作用的

哈密顿量为 Hint = ( β* a + + βa) ( |2〉〈1 | + |1〉〈2

| ) ，因为只有这样才能满足光子场的能量的涨落是

正定的，从上述哈密顿量可以推出原子在两能级之

间的 Rabi 振荡． 而由于真空的能量涨落是负的，所

以哈密顿只能写成式( 3) ． 从式( 10) 可以看出原子

自发辐射的速率与真空涨落的强度有关． 例如真空

中两块间距极近的金属之间的原子自发辐射受到抑

制，这是因为距离极近金属片抑制真空涨落． 而谐振

腔由于能够增强真空的涨落，所以在谐振腔中的原

子的自发辐射大大加强［2］．
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Abstract: We recommend a new convenient method for disentangling some exponential operators，which can
lead us to a set of new operator identities．

Key words: exponential operators; operator identities; Baker － Hausdorff formula


